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1Departamento de Estat́ıstica, Análise Matemática e Optimización, Universidade de Santiago de Com-
postela; Centro de Investigación e Tecnolox́ıa Matemática de Galicia (CITMAga).

RESUMO

A estimación de variedades ten como obxectivo, a partir dun conxunto de datos de alta di-
mensión, recuperar a estrutura de variedade de dimensión inferior que subxace, arredor da cal
realmente se distribúen eses datos. O propósito deste traballo é propoñer un novo estimador
de variedades mediante dúas contribucións. A primeira consiste en xeneralizar o estimador
EDT (Euclidean Distance Transform), inicialmente proposto por Genovese et al. (2012a) para
estimar filamentos, a variedades de dimensión arbitraria e coa posibilidade de empregar cal-
quera estimador piloto do soporte. A segunda achega reside en empregar como estimador do
soporte a envoltura r-convexa da mostra, que fai uso dunha condición que xeneraliza a con-
vexidade, coñecida como r-convexidade, e que proporciona maior flexibilidade ao estimador.
En ambos casos próbase a taxa de converxencia do estimador en distancia de Hausdorff para
estimar a variedade e amósase que, ao empregar a envoltura r-convexa, o estimador acada a
taxa óptima no sentido minimax no modelo de rúıdo estudado por Genovese et al. (2012c)
cando a dimensión da variedade a estimar é unha unidade menos que a do espazo ambiente.
Finalmente, inclúese unha aplicación a datos reais do ámbito forestal, onde se estima a curva
que determina o contorno de seccións horizontais de troncos de árbores.

Palabras e frases chave: Estimación de variedades; Taxa minimax; Envoltura r-convexa; Estimación
de filamentos.

1. INTRODUCIÓN

A chamada manifold hypothesis, formalizada por Fefferman et al. (2016), é unha hipótese que establece
que un conxunto de datos de posible alta dimensión Xn = {X1, . . . , Xn} ⊂ RD, pese a se atoparen nun
espazo de dimensión D, en realidade tenden a concentrarse arredor dunha estrutura de subvariedade
M de dimensión menor d < D dentro dese espazo ambiente. A estimación de variedades (manifold
estimation) ten como obxectivo, a partir dos datos, reconstrúır ou estimar a variedade M dentro do
espazo ambiente, revelando a estrutura que subxace. A literatura estat́ıstica de estimación de variedades,
que cobrou grande importancia nos últimos anos, centrouse, por unha banda, en obter ou limitar as taxas
minimax de converxencia en distancia de Hausdorff para estimar a variedade M baixo distintos modelos
(isto é, distintas hipóteses sobre a variedade ou sobre o tipo de rúıdo que se asume no proceso xerador
dos datos) (Aamari et al., 2023; Aamari e Levrard, 2019; Genovese et al., 2012b,c; Kim e Zhou, 2015) e,
por outra banda, en constrúır estimadores procurando nalgúns casos acadar ditas taxas óptimas (Aamari
e Levrard, 2018; Divol, 2021; Fefferman et al., 2025; Puchkin e Spokoiny, 2022; Yao e Xia, 2025).

O problema de estimación de filamentos pódese ver como un caso particular da estimación de variedades
cando a variedade M a estimar é un filamento, é dicir, unha curva de dimensión d = 1 embebida en RD,
habitualmente con D = 2 (áında que non necesariamente). A estimación de filamentos atopa aplicación
práctica nunha variedade de campos cient́ıficos onde aparecen de xeito natural estruturas filamentosas.
En astrof́ısica e cosmolox́ıa, a f́ısica solar estuda as protuberancias, estruturas gasosas de plasma en forma
de filamento que se forman na superficie do Sol (Bernasconi et al., 2005), mentres que a teoŕıa da rede
cósmica (cosmic web) establece a distribución da materia no universo nunha sorte de tecido formado por
filamentos galácticos interconectados (Libeskind et al., 2017). En sismolox́ıa, os epicentros dos terremotos
concéntranse seguindo as liñas das fallas xeolóxicas (Li e Ghosal, 2020), mentres que na análise de imaxes
médicas resulta de interese identificar estruturas como os vasos sangúıneos ou os neurofilamentos (Liu et
al., 2022). Aı́nda que en xeral as curvas a estimar poden ser abertas ou pechadas, polas hipóteses que
estableceremos na Sección 2, ao longo de todo o traballo consideraremos unicamente curvas pechadas.

O obxectivo deste traballo é propoñer un novo estimador de variedades. O noso estimador baséase
no coñecido como estimador EDT (Euclidean Distance Transform), proposto inicialmente por Genovese



et al. (2012a) no contexto máis particular de estimación de filamentos, e o xeneraliza. O estimador

EDT, que explicaremos con máis detalle na Sección 3, emprega un estimador piloto Ŝ do soporte S
da distribución dos datos Xn. En particular, Genovese et al. (2012a) propuxeron empregar o coñecido
como estimador de Devroye-Wise (Devroye e Wise, 1980). A nosa contribución é dobre. En primeiro
lugar, xeneralizamos o estimador en dous sentidos: o novo estimador EDT permite estimar variedades de
calquera dimensión e non só curvas, idea que xa aparece en Genovese et al. (2012c), e ademais empregando
calquera estimador do soporte e non só o estimador de Devroye-Wise. Baixo estas condicións máis xerais
probamos a taxa de converxencia en distancia de Hausdorff do estimador EDT, que depende da taxa
de converxencia do estimador do soporte que se empregue. En segundo lugar, propoñemos usar como
estimador do soporte a envoltura r-convexa da mostra, orixinalmente empregada no contexto de estimación
de conxuntos (Rodŕıguez-Casal, 2007), que se basea nunha restrición de forma, a r-convexidade, que
xeneraliza á convexidade e proporciona maior flexibilidade ao estimador. Cando empregamos a envoltura
r-convexa e d = D − 1, é dicir, cando a variedade ten unha dimensión menos que o espazo ambiente,
amosamos que o estimador EDT con envoltura r-convexa acada a taxa óptima no sentido minimax para
estimar a variedade en distancia de Hausdorff probada por Genovese et al. (2012c).

En particular, no caso d = 1 e D = 2, temos un estimador de filamentos no plano que é óptimo no
sentido minimax, ademais de computacionalmente factible. Este estimador aplicarémolo na Sección 5 a uns
datos reais que xorden no campo da ecolox́ıa, en particular en inventario forestal. Neste contexto, algunhas
tecnolox́ıas de detección remota, como LiDAR (Light Detection And Ranging), permiten a obtención
de nubes de puntos tridimensionais que recollen información estrutural do ambiente, como a elevación
do terreo e obxectos como a vexetación. Estas nubes de puntos utiĺızanse para extraer caracteŕısticas
clave das árbores, como a xeometŕıa das seccións transversais horizontais dos troncos. Para elo, trátanse
ditas nubes de puntos e obtéñense a partir delas outras nubes de puntos, agora bidimensionais, que se
corresponden co contorno das seccións transversais do tronco. Na Figura 1 represéntanse dúas destas
seccións horizontais, obtidas a partir dos datos de Gollob et al. (2021a), tomados en parcelas localizadas
na área de adestramento e investigación da University of Natural Resources and Life Science de Viena,
en Austria (Gollob et al., 2021b). Pódese observar como os puntos se distribúen en cada caso arredor
da curva (pechada) que determina o contorno da sección transversal do tronco da árbore. Os métodos
habituais de medición forestal asumen que as seccións dos troncos teñen forma circular, pero esta hipótese
incúmprese habitualmente na natureza (Hunčaga et al., 2020; Matérn, 1956; Pulkkinen, 2012). Polo tanto,
propoñemos empregar un método non paramétrico como é o novo estimador EDT con envoltura r-convexa
para estimar a xeometŕıa das seccións transversais. Este exemplo pon de manifesto a utilidade que pode
ter na práctica estimar un filamento no plano ou, de modo máis xeral, unha variedade dunha dimensión
menos que a do espazo ambiente, situación onde o noso estimador é óptimo minimax: a variedade pode
verse como o borde dun obxecto ou conxunto que si ten dimensión completa.

Figura 1: Dúas nubes de puntos correspondentes ao contorno de seccións horizontais de troncos de árbores.

Este traballo está organizado do seguinte xeito. Na Sección 2 def́ınense o modelo e as hipóteses que
consideramos ao longo do traballo e na Sección 3, baseándonos nas propiedades xeométricas do modelo,
definimos o novo estimador, primeiro xeneralizando o estimador EDT de Genovese et al. (2012a) e despois
empregando a envoltura r-convexa da mostra como estimador do soporte. A Sección 4 está adicada aos
resultados sobre a converxencia asintótica e á optimalidade minimax do estimador. Na Sección 5 aplicamos
o estimador ao conxunto de datos reais presentados, mentres que na Sección 6 recollemos as principais
conclusións do traballo.



2. UN MODELO EN ESTIMACIÓN DE VARIEDADES

En estimación de variedades o obxectivo é, a partir da mostra Xn = {X1, . . . , Xn} ⊂ RD, estimar a
variedade M ⊂ RD arredor da cal se distribúen os datos. De modo moi xeral, pódense considerar dous
grandes tipos de modelos, a saber, sen rúıdo ou con rúıdo. Os modelos sen rúıdo asumen que os datos
dos que dispoñemos seguen unha distribución cuxo soporte é exactamente a variedade M que queremos
estimar. En canto aos modelos con rúıdo, áında que se poden clasificar en distintos tipos, caracteŕızanse
polo feito de que as observacións están “preto” da variedade M, pero non necesariamente sobre a mesma.

O modelo que consideraremos é o modelo con rúıdo estudado por Genovese et al. (2012c), no que
calcularon a taxa minimax. Primeiro recollemos todas as hipóteses do modelo e a continuación explicamos
cada unha xunto coa notación introducida.

(M) Sobre a variedade

(M1) M ⊂ RD é unha variedade de Riemann sen borde, de dimensión d, compacta e conexa, con
d < D.

(M2) Cúmprese 0 < σ < reach(M).

(D) Sobre o proceso xerador dos datos

As observacións Xi, cuxo soporte denotamos por S, son unha mostra aleatoria simple da forma

Xi = Vi + Zi, i = 1, . . . , n,

onde Vi segue unha distribución uniforme na variedade M e a distribución de Zi, condicionada a Vi,
é uniforme en TViM⊥ ∩B(0, σ).

A hipótese (M1) establece que a estrutura que queremos recuperar a partir dos datos é unha variedade
sen borde de dimensión d < D dentro do espazo euclidiano RD. Isto quere dicir que, en cada punto da
variedade, existe un entorno da mesma que é difeomorfo a unha bóla aberta en Rd. É importante notar
que a hipótese de que a variedade non teña borde tradúcese, no caso de estimación de filamentos, en que
a curva non pode ter extremos e polo tanto debe ser pechada, de xeito que non consideraremos curvas
abertas ao longo deste traballo. Pola súa banda, a compacidade e conexidade da variedade son condicións
técnicas habituais na literatura e necesarias para a obtención das taxas minimax e para a súa estimación.

A hipótese (D) establece o proceso xerador dos datos. En primeiro lugar, xérase Vi segundo unha
distribución uniforme na variedade M. Despois, engádese un rúıdo que é perpendicular á variedade nese
punto Vi da seguinte forma. Dado o punto Vi ∈ M, denotamos por TViM ⊂ RD ao espazo tanxente a M en
Vi, que se interpreta como o hiperplano de dimensión d (que pasa pola orixe de coordenadas) formado polos
vectores tanxentes á variedade nese punto, mentres que TViM⊥ ⊂ RD representa o espazo perpendicular,
que se interpreta como o hiperplano de dimensión D−d (tamén pasando pola orixe) formado polos vectores
ortogonais a M en Vi. Tendo isto en conta, o rúıdo Zi que se engade segue unha distribución uniforme
en TViM⊥ ∩ B(0, σ) (onde B(x, r) ⊂ RD denota a bóla pechada de centro x ∈ RD e raio r > 0), é dicir,
estamos sumando a Vi un vector perpendicular á variedade nese punto cuxa lonxitude é como moito σ.
Este parámetro σ > 0 coñécese como nivel de rúıdo, e regula canto se poden afastar as observacións da
variedade M. Nótese que é un nivel de rúıdo fixo, a diferencia doutros modelos onde é necesario que este
nivel de rúıdo converxa a cero a medida que o número de datos n tende a infinito (Aamari e Levrard, 2018;
Divol, 2021).

Por último, a hipótese (M2) é unha condición de regularidade sobre a variedade M a estimar, en
particular, que o reach de M sexa maior que o nivel de rúıdo σ. O reach (ou alcance) dun conxunto
A ⊂ RD, denotado por reach(A), def́ınese como o maior r > 0 tal que todos os puntos en A⊕ r teñen unha
única proxección métrica en A (Federer, 1959), onde

A⊕ r =
⋃
x∈A

B(x, r) = {x ∈ RD : d(x,A) ≤ r}

coñecese como a r-dilatación de A, e a proxección métrica dun punto x ∈ RD sobre A def́ınese como
calquera y ∈ A que realiza a distancia de x a A, isto é, d(x, y) = d(x,A), sendo d(x, y) = ∥x − y∥ a
distancia euclidiana e d(x,A) = infy∈A d(x, y) a distancia punto-conxunto. O reach é unha cantidade que
mide simultaneamente dúas cousas: a curvatura da variedade e o ancho da estrutura tipo colo de botella
máis estreita que presente a mesma. Canto maior sexa reach(M), menos curvada é a variedade e menos
estreitos son os seus colos de botella, polo que máis regular é. De feito, na literatura de estimación de
variedades, é unha hipótese moi habitual asumir que a variedade ten reach positivo, véxase Aamari et al.
(2019) e as referencias que contén.



A xeometŕıa do soporte

Dada a variedade M, definimos a fibra perpendicular de tamaño σ > 0 en p ∈ M como

Lσ(p) = {p} ⊕
(
TpM⊥ ∩B(0, σ)

)
=
(
{p} ⊕ TpM⊥

)
∩B(p, σ),

onde A⊕C = {a+ c : a ∈ A, c ∈ C} denota a suma de Minkowski de dous conxuntos A,C ⊂ RD. Podemos
visualizar a fibra Lσ(p) como a porción de espazo perpendicular a M en p, neste caso desprazada para
que estea centrada no propio punto p e non na orixe, que está a distancia como moito σ de p. Definimos
o tubo de raio σ > 0 arredor de M como a unión de todas as fibras ao longo da variedade

Tσ =
⋃

p∈M

Lσ(p),

que se pode visualizar como un entorno tubular que envolve á variedade M. Baixo as hipóteses (M),
pódese probar que o tubo de raio σ coincide coa σ-dilatación de M, isto é,

M⊕ σ = Tσ,

véxase por exemplo Genovese et al. (2012c). Cabe mencionar que, se non se verifica a hipótese de reach
(M2), o anterior non é certo.

De aqúı en adiante denotaremos por S ao soporte de Xi. Baixo as hipóteses (M) e (D), o soporte das
observacións é o tubo Tσ, que polo anterior á súa vez coincide con M⊕ σ, de modo que

S = M⊕ σ = Tσ.

Porén, o rećıproco do anterior non é certo, no sentido de que, se baixo as hipóteses (M) o soporte das
observacións Xi é S = M⊕ σ = Tσ, o proceso xerador dos datos non ten por que ser (D). Ao longo deste
traballo, os resultados que obtivemos relativos á xeneralización do estimador EDT só precisan das hipóteses
(M) e S = M⊕ σ = Tσ, o que inclúe ao modelo coas hipóteses (M) e (D) de Genovese et al. (2012c) pero
tamén a calquera outro modelo no que os datos teñan como soporte ese entorno tubular da variedade, que
na literatura en ocasións reciben o nome de modelo de rúıdo tubular ou modelo de rúıdo paralelo (véxase
por exemplo Aaron et al., 2017). Pola súa banda, os resultados relativos ao uso da envoltura r-convexa
como estimador do soporte para acadar as taxas minimax si que están enunciados coas hipóteses (M) e
(D), pois é o modelo no que Genovese et al. (2012c) calcularon ditas taxas.

3. A NOVA PROPOSTA DE ESTIMADOR

Nesta sección presentamos a nosa nova proposta de estimador de variedades.

Xeneralizando o estimador EDT

A primeira contribución deste traballo consiste en xeneralizar a variedades de calquera dimensión d o
estimador EDT, inicialmente proposto por Genovese et al. (2012a) no contexto de estimación de filamentos
(d = 1). O estimador baséase no feito de que, baixo as hipóteses (M) e S = M⊕ σ = Tσ, para todo y ∈ S
verif́ıcase

d(y,M) + d(y, ∂S) = σ (1)

(onde ∂A denota a fronteira topolóxica en RD dun conxunto A ⊂ RD), véxase Genovese et al. (2012c) ou
Proposición B.5 en Bolón (2024). En particular, (1) implica que

σ = max
y∈S

d(y, ∂S) (2)

e tamén que
M = {y ∈ S : d(y, ∂S) = σ}. (3)

Se definimos a aplicación EDT (Euclidean Distance Transform) como a distancia á fronteira do soporte

Λ(y) = d(y, ∂S) para y ∈ S,

a ecuación (2) significa que o máximo da EDT no soporte S é o nivel de rúıdo σ, mentres que a ecuación
(3) supón que a variedade M é precisamente o conxunto de puntos do soporte que maximizan a EDT.
Aproveitando este feito xorde o estimador EDT, que definimos no Algoritmo 1.



Algoritmo 1. Estimador EDT

Entrada: Un estimador do soporte Ŝ ⊂ RD e o parámetro δ > 0.

Sáıda: O estimador EDT M̂ ⊂ RD.

1. Estimar o soporte S mediante o estimador Ŝ e a súa fronteira ∂S mediante ∂Ŝ.

2. Estimar a EDT Λ(y) = d(y, ∂S) mediante a EDT emṕırica Λ̂(y) = d(y, ∂Ŝ).

3. Estimar o nivel de rúıdo σ = maxy∈S d(y, ∂S) mediante σ̂ = maxy∈Ŝ d(y, ∂Ŝ).

4. Estimar a variedade M = {y ∈ S : d(y, ∂S) = σ} mediante o estimador EDT

M̂ = {y ∈ Ŝ : d(y, ∂Ŝ) ≥ σ̂ − δ}.

A idea detrás do estimador EDT é a seguinte. Primeiro necesitamos estimar o soporte mediante
un estimador piloto Ŝ. Genovese et al. (2012a) propuxeron empregar un estimador concreto coñecido
como o estimador de Devroye-Wise, pero o noso enfoque é máis xeral ao permitir calquera estimador do
soporte, o que complica algo máis a análise das súas propiedades estat́ısticas e a obtención da súa taxa
de converxencia. Dito estimador non só o empregamos para estimar S, senón que tamén empregamos a
súa fronteira ∂Ŝ para estimar ∂S. Grazas a isto, podemos a continuación estimar a EDT empregando
un enfoque plug-in, isto é, substitúındo ∂S por ∂Ŝ na súa definición, obtendo unha versión emṕırica da
mesma. Unha vez que temos estimada a EDT, podemos estimar σ mediante o máximo que alcance esta
EDT emṕırica no soporte estimado, que denotamos por σ̂. Finalmente, dado que a variedade M está
formada polos puntos que maximizan a EDT, definimos o estimador EDT M̂ como o conxunto de puntos
de Ŝ cuxa EDT emṕırica sobrepasa un certo limiar σ̂ − δ.

O que estamos facendo intuitivamente é partir do estimador do soporte Ŝ e “contraelo” para obter M̂.
O parámetro δ ∈ (0, σ̂) regula como de severa é esta contracción. Canto menor sexa δ, máis contraemos e

máis “estreito” é o estimador EDT. De feito, se δ = σ̂, temos que o estimador M̂ coincide con Ŝ e polo
tanto é demasiado grande con respecto á variedade M que pretende estimar, mentres que, se δ = 0, M̂
estaŕıa formado unicamente polos puntos nos que se maximice a EDT emṕırica, que seŕıan un conxunto
demasiado pequeno e tampouco estimaŕıan ben M. Como probamos nos resultados teóricos da Sección 4,
δ debe tender a 0 a unha taxa axeitada, non debe ser nin demasiado grande nin demasiado pequeno.

O uso da envoltura r-convexa como estimador do soporte

Con respecto a que estimador do soporte empregar no Paso 1 do estimador EDT, Genovese et al. (2012a)
propuxeron usar o coñecido como estimador de Devroye-Wise (Devroye e Wise, 1980). O estimador de
Devroye-Wise def́ınese como

Ŝ = Xn ⊕ ε =

n⋃
i=1

B(Xi, ε),

onde ε > 0 é un parámetro de suavizado que tipicamente tende a 0. Este estimador consiste polo tanto
nunha versión suavizada ou dilatada da mostra, unindo bólas de raio ε arredor de cada unha das obser-
vacións mostrais.

O estimador de Devroye-Wise ten a vantaxe de ser un estimador do soporte que se pode empregar
baixo condicións moi xerais pero, a cambio, ten unha taxa de converxencia lenta. Porén, se coñecemos que
o soporte verifica algunha condición de forma adicional, resultaŕıa máis eficiente empregar un estimador
que incorpore esa condición. Por exemplo, na literatura de estimación do soporte unha das primeiras
restricións de forma que se consideraron foi a convexidade. Baixo a suposición de que o soporte sexa
convexo, o estimador natural a empregar é a envoltura convexa da mostra. A convexidade é unha condición
demasiado restritiva en moitas situacións, como é o caso do noso modelo, onde o soporte S non a verifica,
polo que propoñemos empregar unha restrición de forma máis flexible que a xeneraliza, coñecida como a
r-convexidade.

Dicimos que un conxunto A ⊂ RD é r-convexo para r > 0 se A = Cr(A), é dicir, se coincide coa súa
envoltura r-convexa, definida como

Cr(A) =
⋂

B̊(y,r)∩A=∅

B̊(y, r)c,

onde Å denota o interior dun conxunto A ⊂ RD e Ac o seu complementario, de xeito que B̊(y, r)c denota o
complementario da bóla aberta de centro y ∈ RD e raio r > 0. A r-convexidade xeneraliza á convexidade
da seguinte forma. É coñecido que todo conxunto convexo pechado pode expresarse como a intersección



de todos os semiespazos que o conteñen. No caso da r-convexidade, substitúımos estes semiespazos por
complementarios de bólas abertas de raio r. Dito de outro modo, un conxunto é r-convexo se todo punto
que non pertence ao conxunto se pode separar del mediante unha bóla aberta de raio r, en contraposición
cos hiperplanos separadores dos conxuntos convexos. Intuitivamente, podemos pensar nunha bóla de raio r
que roda polo exterior da fronteira do conxunto A e vai determinando a forma da súa envoltura r-convexa.
O seguinte resultado garante que o soporte S = M⊕ σ = Tσ do noso modelo é r-convexo.

Proposición 1. Baixo as hipóteses (M) e S = M⊕ σ = Tσ, S é α-convexo para α = reach(M)− σ > 0.

Sabendo que o soporte a estimar é r-convexo, o estimador natural é a envoltura r-convexa da mostra

Ŝ = Cr(Xn) =
⋂

B̊(y,r)∩Xn=∅

B̊(y, r)c.

Na Figura 2 represéntase a envoltura r-convexa dunha nube de puntos para valores decrecentes de r
(véxase Pateiro-López e Rodŕıguez-Casal, 2010 para a súa implementación en R). O valor do parámetro
r proporciona flexibilidade ao estimador e debe ser escollido de forma axeitada. Pódese considerar un
parámetro de forma, pero non é un parámetro de suavizado no sentido habitual, xa que non debe converxer
a 0. Valores demasiado grandes de r devolven un estimador moi parecido á envoltura convexa, mentres que
valores demasiado pequenos levan a un estimador moi fragmentado e con ocos baleiros. Na Sección 4 faise
unha breve discusión sobre o papel deste parámetro e a posibilidade de seleccionalo de forma automática
a partir dos datos.

Figura 2: De esquerda a dereita, fronteira da envoltura r–convexa Cr(Xn) para r = 0.2, 0.05 e 0.025.

A segunda contribución deste traballo consiste na proposta de empregar, no primeiro paso do estimador
EDT, a envoltura r-convexa da mostra Ŝ = Cr(Xn) como estimador do soporte, dando lugar ao estimador
EDT con envoltura r-convexa, que recollemos no Algoritmo 2. A Figura 3 ilustra o funcionamento deste
algoritmo no caso de estimación de filamentos no plano (d = 1, D = 2).

Figura 3: Á esquerda, mostra de tamaño n = 1000 simulada do modelo con hipóteses (M) e (D) sendo a
variedade M o filamento circunferencia unidade en morado (reach(M) = 1) e con nivel de rúıdo σ = 0.5.
No centro, en azul, fronteira da envoltura r-convexa Cr(Xn) para r = reach(M)− σ = 0.5. Á dereita, en

verde, fronteira do estimador EDT con envoltura r-convexa M̂ para δ = 0.2σ̂.



Algoritmo 2. Estimador EDT con envoltura r-convexa

Entrada: As observacións Xn = {X1, . . . , Xn} ⊂ RD e os parámetros r > 0 e δ > 0.

Sáıda: O estimador EDT con envoltura r-convexa M̂ ⊂ RD.

� Aplicar o estimador EDT (Algoritmo 1) empregando como estimador do soporte

a envoltura r-convexa da mostra Ŝ = Cr(Xn).

4. RESULTADOS ASINTÓTICOS E OPTIMALIDADE

Nesta sección recollemos os resultados principais do traballo relativos ao comportamento asintótico dos
estimadores propostos. Neste tipo de resultados empregaremos unha notación na que os distintos conxuntos
ou parámetros levarán un sub́ındice n cando queiramos salientar que dependen do tamaño mostral n, como
por exemplo Ŝn ou M̂n.

Ao analizar o comportamento dun estimador M̂n, precisamos unha función de perda que mida como de
preto está ese estimador da variedade M a estimar, para o que se emprega unha distancia entre conxuntos.
No contexto da estimación de variedades, a distancia de Hausdorff é a distancia amplamente usada na
literatura. Dados A,C ⊂ RD non baleiros e compactos, def́ınese a distancia de Hausdorff entre ambos
como

dH(A,C) = max

{
sup
a∈A

d(a,C), sup
c∈C

d(c, A)

}
= inf{r > 0: A ⊂ C ⊕ r e C ⊂ A⊕ r}.

Informalmente, para que dous conxuntos estean próximos en distancia de Hausdorff é preciso que todo
punto de cada un dos dous conxuntos teña algún punto do outro conxunto preto.

Cando falamos da taxa de converxencia en distancia de Hausdorff dun estimador M̂n, ou simplemente
taxa de converxencia, refeŕımonos á orde asintótica á que dH(M̂n,M) converxe a 0 cando n → ∞. Para
formalizar isto, dadas dúas sucesións de números reais deterministas {an} e {rn}, dicimos que an = O(rn)
se existe unha constante C > 0 tal que an ≤ Crn para todo n a partir dun certo ı́ndice n0. Cando a sucesión
an que queiramos estudar sexa aleatoria porque depende da mostra, preocuparémonos por resultados de
converxencia case segura do tipo “an = O(rn) con probabilidade un”, onde se entende que a constante
C > 0 que aparece na definición da O grande non depende da mostra.

Estimador EDT

En relación ao estimador EDT presentado no Algoritmo 1, o noso resultado principal é o seguinte
teorema, que dá a súa taxa de converxencia en distancia de Hausdorff. Como comentamos na Sección
2, este resultado é válido para calquera modelo de rúıdo no que o proceso xerador dos datos teña como
soporte un entorno tubular da variedade, o que en particular inclúe ao proceso descrito pola hipótese (D).

O resultado é de carácter determinista, no sentido de que se asume que o estimador do soporte Ŝn é unha
sucesión de conxuntos que non é aleatoria, e polo tanto tampouco son aleatorios o resto de elementos
asociados que interveñen no resultado. Porén, este teorema pódese aplicar tamén cando si dispoñemos
dunha mostra aleatoria e dun estimador Ŝn ≡ Ŝn(Xn) obtido a partir dela pois, se as hipóteses do teorema
se verifican de modo case seguro, como consecuencia as teses tamén.

Teorema 1. Baixo as hipóteses (M) e S = M ⊕ σ = Tσ, sexa Ŝn ⊂ RD un compacto tal que se

cumpre max{dH(Ŝn, S), dH(∂Ŝn, ∂S)} ≤ εn para n suficientemente grande, con εn → 0. Sexan σ̂n =

maxy∈Ŝn
d(y, ∂Ŝn) e M̂n = {y ∈ Ŝn : d(y, ∂Ŝn) ≥ σ̂n − δn} o estimador EDT. Se δn → 0 é tal que

δn ≥ 2εn para n suficientemente grande, entón

dH(M̂n,M) = O(δn). (4)

En particular, se ademais δn = O(εn), entón

dH(M̂n,M) = O(εn). (5)

O Teorema 1 establece que a taxa de converxencia do estimador EDT ao empregar un estimador do
soporte Ŝn arbitrario depende de εn, que se pode interpretar, asintoticamente, como o máximo entre a
taxa de converxencia de Ŝn como estimador de S e a taxa de converxencia da súa fronteira ∂Ŝn como
estimador de ∂S. En xeral, que dous conxuntos estean próximos en distancia de Hausdorff non implica que
as súas fronteiras tamén o estean, polo que, á hora de elixir o estimador do soporte, unha elección axeitada
non debe ter en conta unicamente a velocidade de converxencia de Ŝn, senón tamén da súa fronteira. En
canto ao parámetro δn, o teorema establece que debe converxer a 0 e que non debe facelo a unha taxa máis



rápida que εn. Baixo estas condicións, a taxa de converxencia do estimador EDT coincide coa taxa á que
converxa δn a 0, ecuación (4). Polo tanto, a elección óptima de δn é do mesmo orde que εn, para que o
estimador EDT tamén converxa a dita taxa, ecuación (5).

Estimador EDT con envoltura r-convexa e optimalidade minimax

Por outra banda, á hora de determinar a optimalidade dun estimador, como mencionamos na intro-
dución, tamén seguiremos o criterio maioritariamente empregado na literatura, que é o criterio minimax.
O risco minimax para estimar a variedade M nun certo modelo def́ınese como

inf
M̂n

sup
M

EM[dH(M̂n,M)],

onde o ı́nfimo percorre todos os posibles estimadores, é dicir, todas as posibles funcións medibles da mostra
M̂n ≡ M̂n(Xn), o supremo percorre todas as variedades do modelo a estimar, e EM denota a esperanza
baixo a distribución que seguen os datos Xi que induce a variedade M nese modelo. Informalmente, o
risco minimax captura como de ben o pode facer un estimador no peor caso. A nivel teórico, o interese
céntrase en estudar a taxa minimax, que é a orde asintótica do risco minimax cando n → ∞.

Baixo as hipóteses (M) e (D), Genovese et al. (2012c) limitaron (acoutaron) a taxa minimax en distancia
de Hausdorff para estimar a variedade M, obtendo que dita taxa está entre

O

((
1

n

)2/(d+2)
)

(ĺımite inferior) e O

((
log(n)

n

)2/(d+2)
)

(ĺımite superior). (6)

Como ambos ĺımites só difiren nun factor logaŕıtmico, adoita dicirse que a taxa está axustada salvo factores
logaŕıtmicos.

A nosa proposta para que o estimador EDT acade a taxa minimax é o uso da envoltura r-convexa da
mostra Ŝn = Cr(Xn) como estimador do soporte, tal e como presentamos no Algoritmo 2 na Sección 3. A
taxa de converxencia da envoltura r-convexa da mostra e da súa fronteira foron obtidas por Rodŕıguez-
Casal (2007) baixo unha condición de forma que ten que ver coa r-convexidade tanto de S como da clausura
do seu complementario Sc (onde A denota a clausura de A ⊂ RD), á que nos referimos como condición
de dobre rodamento, e que o soporte do noso modelo verifica. Baixo esta condición e algunha hipótese
técnica adicional, Rodŕıguez-Casal (2007) proba que, con probabilidade un para n suficientemente grande,
verif́ıcase dH(Cr(Xn), S) ≤ εn e dH(∂Cr(Xn), ∂S) ≤ εn, sendo

εn = C1

(
log(n)

n

)2/(D+1)

(7)

para certa constante C1 > 0.
O uso da envoltura r-convexa engade agora un novo parámetro a escoller no estimador EDT: que

valor de r debemos empregar? A resposta a nivel teórico é que serve calquera valor tal que o soporte
sexa r-convexo. A envoltura r-convexa é monótona respecto de r no sentido de que, se r < r̃, entón
Cr(S) ⊂ Cr̃(S). Esta monotońıa provoca que, se S é r̃-convexo para un certo valor r̃ > 0, tamén sexa
r-convexo para todo r ∈ (0, r̃). Polo tanto, seguindo a Rodŕıguez-Casal e Saavedra-Nieves (2016, 2022a,b),
existe un valor de r “canónico” que representa como de regular é o soporte con respecto á r-convexidade,
que é o maior valor tal que S é r-convexo. Aśı, dado S ⊂ RD compacto, non convexo e r-convexo para
algún r > 0, definimos

r0 = sup{γ > 0: Cγ(S) = S}. (8)

Na definición anterior e en adiante, para facilitar a exposición, supoñemos que S non é convexo, pois
no caso convexo r0 seŕıa infinito e resultaŕıa máis axeitado empregar a envoltura convexa da mostra.
Rodŕıguez-Casal e Saavedra-Nieves (2016) proban que, baixo a condición de dobre rodamento anterior-
mente mencionada, o supremo r0 definido en (8) é un máximo e polo tanto Cr0(S) = S. Baixo estas
condicións, o valor de r óptimo a empregar na envoltura r-convexa é r0.

Na práctica, porén, o valor de r0 é descoñecido, de xeito que o ideal seŕıa seleccionar o valor de r de
xeito automático usando un selector Rn ≡ Rn(Xn) a partir dos propios datos, para despois empregalo na
envoltura Rn-convexa CRn(Xn) e aśı ter un estimador data-driven. Rodŕıguez-Casal e Saavedra-Nieves
(2022b) propuxeron un estimador r̂0 ≡ r̂0(Xn), baseado no concepto de maximal spacings, que converxe en
probabilidade a r0. Se multiplicamos este estimador por unha constante ν ∈ (0, 1), definindo un selector
Rn = νr̂0, cúmprese que existe unha constante r∗ > 0 tal que

P(0 < r∗ ≤ Rn ≤ r0) → 1. (9)

Neste traballo supoñemos que dispoñemos dun selector Rn que cumpra que, con probabilidade un para
n suficientemente grande,

0 < r∗ ≤ Rn ≤ r0



para unha certa constante r∗ > 0. A súa interpretación é que o selector Rn non debe sobrepasar o valor
r0, pois nese caso o soporte non seŕıa Rn-convexo e a correspondente envoltura Rn-convexa non estimaŕıa
a S, pero por outra parte Rn tampouco debe tender a 0, xa que o seu papel non é o dun parámetro de
suavizado. Esta condición é algo máis forte que (9) ao ser de xeito case seguro, o que tamén nos permite
obter a taxa de converxencia do estimador case seguro, pero cabe comentar que relaxar as hipóteses e
empregar a condición en probabilidade (9) permitiŕıa obter a correspondente taxa en probabilidade.

O Teorema 2, que se pode ver como unha adaptación do Teorema 1 ao caso da envoltura r-convexa,
proporciona a taxa de converxencia do estimador EDT con envoltura r-convexa ao empregar un selector Rn

nas condicións anteriores. Neste teorema o selector Rn e o estimador do soporte Ŝn si que son elementos
aleatorios que dependen da mostra, aśı como o resto de elementos que dependen deles. O outro parámetro
δn a usar no estimador EDT tamén pode depender da mostra e ser aleatorio, de xeito que, áında que neste
traballo non estudamos a súa elección a partir da mostra, senón só a orde óptima á que debe converxer a
cero, este resultado podeŕıase aplicar no caso de dispoñer dun selector do mesmo.

Teorema 2. Baixo as hipóteses (M) e (D), supoñamos que S non é convexo. Sexan r0 definido na ecuación
(8), Rn > 0 tal que, para unha constante r∗ > 0, con probabilidade un para n suficientemente grande tense

0 < r∗ ≤ Rn ≤ r0, e Ŝn = CRn(Xn). Sexan σ̂n = maxy∈Ŝn
d(y, ∂Ŝn) e M̂n = {y ∈ Ŝn : d(y, ∂Ŝn) ≥

σ̂n − δn} o estimador EDT con envoltura Rn-convexa. Se δn → 0 é tal que δn ≥ 2εn con probabilidade un
para n suficientemente grande, onde εn é o dado pola ecuación (7) para C1 > 0 suficientemente grande,
entón con probabilidade un

dH(M̂n,M) = O(δn).

En particular, se ademais δn = O((log(n)/n)2/(D+1)) con probabilidade un, entón con probabilidade un

dH(M̂n,M) = O

((
log(n)

n

)2/(D+1)
)
. (10)

Se comparamos a taxa do estimador EDT con envoltura r-convexa en (10) coa taxa minimax en (6),
vemos que ambas coinciden, salvo factor logaŕıtmico, cando 2/(d+2) = 2/(D+1), é dicir, cando d = D−1.
Polo tanto, baixo o modelo que definen as hipóteses (M) e (D), o estimador EDT con envoltura r-convexa é
óptimo no sentido minimax de converxencia en distancia de Hausdorff para estimar variedades de dimensión
unha unidade menos que o espazo ambiente.

5. APLICACIÓN A DATOS REAIS

Nesta sección aplicamos o novo estimador EDT con envoltura r-convexa aos datos de seccións hori-
zontais de troncos presentados na introdución, véxase Figura 1. Estes datos enmarcábanse no contexto
de estimación de filamentos no plano, é dicir, cando d = 1 e D = 2, situación na que, baixo o modelo
presentado, o noso estimador é óptimo no sentido minimax de converxencia en distancia de Hausdorff á
vista dos resultados da Sección 4.

O estimador EDT con envoltura r-convexa que se obtén ao aplicar o Algoritmo 2 aos datos deste
exemplo é un subconxunto do plano M̂ ⊂ R2, pero non unha curva. Como a variedade que queremos
estimar é unha curva, é habitual que se propoña como estimador da mesma outra curva. Isto pódese facer
definindo o que se chama curva extráıda, que é unha curva contida dentro do estimador EDT, e que se
pode probar baixo certas condicións que non abordamos neste resumo que conserva a taxa de converxencia
óptima.

Aplicando o estimador EDT con envoltura r-convexa ás nubes de puntos da Figura 1, e despois ex-
traendo unha curva dentro do estimador en cada caso, obtemos os resultados que se amosan na Figura 4, na
que xa se representan directamente as curvas extráıdas en vermello sobre cada unha das nubes. Escollemos
o valor r = 0.1 para o parámetro da envoltura r-convexa de xeito manual, áında que tamén se podeŕıa
empregar o estimador r̂0 de Rodŕıguez-Casal e Saavedra-Nieves (2022b) como se explicou na Sección 4. En
canto ao parámetro δ, tivemos que escoller un valor moi alto, en concreto δ = 0.97σ̂, o que significa que
contraemos moi pouco Ŝ para obter M̂. A razón desta elección é que o nivel de rúıdo non é constante ao
longo da curva en ningunha das dúas nubes de puntos, senón que hai zonas que son máis grosas e outras
máis delgadas. Tomar un valor pequeno de δ, contraendo moito, levaŕıa a que nas zonas máis delgadas da
nube non habeŕıa puntos do estimador EDT, de xeito que este estimador non rodeaŕıa por completo ao
filamento, senón que se “fragmentaŕıa” en varios anacos. De feito, un posible criterio para seleccionar o
parámetro δ a partir da mostra seŕıa escoller o menor valor deste parámetro tal que o estimador EDT está
formado por un único “anaco”. Explorar este selector, que está fóra dos propósitos deste traballo, podeŕıa
ser interesante no futuro.

Na sección da esquerda vemos que o estimador consigue capturar axeitadamente a forma. Na sección
da dereita o estimador faino ben na maior parte do contorno, pero hai dúas zonas nas que o tronco parece



que presenta uns entrantes bastante pronunciados que o estimador non consegue capturar. Nestas dúas
zonas o que está a acontecer é que se viola a hipótese de reach (M2), pois ao ser zonas de moita curvatura
o reach é moi pequeno, ou incluso nulo se se perde a diferenciabilidade da curva por un pico. En todo caso,
o estimador en ambos casos capta ben a xeometŕıa subxacente ás seccións horizontais, que claramente non
son circulares.

Figura 4: En vermello, curva extráıda dentro do estimador EDT con envoltura r-convexa con r = 0.1 e
δ = 0.97σ̂ para cada unha das dúas seccións horizontais de troncos.

6. CONCLUSIÓNS

Neste traballo propoñemos un novo estimador para variedades. O noso estimador supón dúas con-
tribucións. Por unha banda, xeneralizamos o estimador EDT, orixinalmente proposto por Genovese et al.
(2012a), para estimar variedades de calquera dimensión e empregando calquera estimador do soporte, e
probamos a súa taxa de converxencia en distancia de Hausdorff, que depende da taxa de converxencia do
estimador do soporte que se empregue. Por outra banda, propoñemos empregar como estimador do soporte
a envoltura r-convexa da mostra, dando lugar ao estimador EDT con envoltura r-convexa, e probamos
a súa taxa de converxencia, que resulta ser a taxa óptima no sentido minimax no modelo estudado por
Genovese et al. (2012c) para estimar variedades de dimensión unha unidade menos que a do espazo am-
biente. O estimador depende de dous parámetros, un parámetro r que non converxe a 0 a empregar na
envoltura r-convexa, que discutimos como se podeŕıa seleccionar de xeito automático a partir da mostra,
e un parámetro δ, do que sabemos a orde óptima á que debe converxer a 0, pero que non abordamos como
poder seleccionar. Finalmente, aplicamos o novo estimador a un problema do ámbito forestal para estimar
o contorno das seccións horizontais de troncos de árbores.
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