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RESUMO

A estimacién de variedades ten como obxectivo, a partir dun conxunto de datos de alta di-
mensién, recuperar a estrutura de variedade de dimension inferior que subxace, arredor da cal
realmente se distribiien eses datos. O propésito deste traballo é proponer un novo estimador
de variedades mediante ddas contribuciéns. A primeira consiste en xeneralizar o estimador
EDT (Fuclidean Distance Transform), inicialmente proposto por Genovese et al. (2012a) para
estimar filamentos, a variedades de dimensién arbitraria e coa posibilidade de empregar cal-
quera estimador piloto do soporte. A segunda achega reside en empregar como estimador do
soporte a envoltura r-convexa da mostra, que fai uso dunha condicién que xeneraliza a con-
vexidade, conecida como r-convexidade, e que proporciona maior flexibilidade ao estimador.
En ambos casos prébase a taxa de converxencia do estimador en distancia de Hausdorff para
estimar a variedade e amodsase que, ao empregar a envoltura r-convexa, o estimador acada a
taxa Optima no sentido minimax no modelo de ruido estudado por Genovese et al. (2012c)
cando a dimensién da variedade a estimar é unha unidade menos que a do espazo ambiente.
Finalmente, incliiese unha aplicaciéon a datos reais do ambito forestal, onde se estima a curva
que determina o contorno de secciéns horizontais de troncos de arbores.

Palabras e frases chave: Estimacién de variedades; Taxa minimax; Envoltura r-convexa; Estimacion
de filamentos.

1. INTRODUCION

A chamada manifold hypothesis, formalizada por Fefferman et al. (2016), é unha hip6tese que establece
que un conxunto de datos de posible alta dimensién X, = {X1,..., X} C RP, pese a se atoparen nun
espazo de dimensién D, en realidade tenden a concentrarse arredor dunha estrutura de subvariedade
M de dimensién menor d < D dentro dese espazo ambiente. A estimacidn de variedades (manifold
estimation) ten como obxectivo, a partir dos datos, reconstruir ou estimar a variedade M dentro do
espazo ambiente, revelando a estrutura que subxace. A literatura estatistica de estimacién de variedades,
que cobrou grande importancia nos ultimos anos, centrouse, por unha banda, en obter ou limitar as taxas
minimax de converxencia en distancia de Hausdorff para estimar a variedade M baixo distintos modelos
(isto é, distintas hipdteses sobre a variedade ou sobre o tipo de ruido que se asume no proceso xerador
dos datos) (Aamari et al., 2023; Aamari e Levrard, 2019; Genovese et al., 2012b,c; Kim e Zhou, 2015) e,
por outra banda, en construir estimadores procurando nalguns casos acadar ditas taxas éptimas (Aamari
e Levrard, 2018; Divol, 2021; Fefferman et al., 2025; Puchkin e Spokoiny, 2022; Yao e Xia, 2025).

O problema de estimacion de filamentos pédese ver como un caso particular da estimacién de variedades
cando a variedade M a estimar é un filamento, é dicir, unha curva de dimensién d = 1 embebida en R”,
habitualmente con D = 2 (ainda que non necesariamente). A estimacién de filamentos atopa aplicacién
practica nunha variedade de campos cientificos onde aparecen de xeito natural estruturas filamentosas.
En astrofisica e cosmoloxia, a fisica solar estuda as protuberancias, estruturas gasosas de plasma en forma
de filamento que se forman na superficie do Sol (Bernasconi et al., 2005), mentres que a teoria da rede
césmica (cosmic web) establece a distribucién da materia no universo nunha sorte de tecido formado por
filamentos galacticos interconectados (Libeskind et al., 2017). En sismoloxia, os epicentros dos terremotos
concéntranse seguindo as linias das fallas xeoldxicas (Li e Ghosal, 2020), mentres que na andlise de imaxes
médicas resulta de interese identificar estruturas como os vasos sanguineos ou os neurofilamentos (Liu et
al., 2022). Ainda que en xeral as curvas a estimar poden ser abertas ou pechadas, polas hipéteses que
estableceremos na Seccién 2, ao longo de todo o traballo consideraremos unicamente curvas pechadas.

O obxectivo deste traballo é proponer un novo estimador de variedades. O noso estimador baséase
no conecido como estimador EDT (Euclidean Distance Transform), proposto inicialmente por Genovese



et al. (2012a) no contexto mais particular de estimacién de filamentos, e o xeneraliza. O estimador
EDT, que explicaremos con madis detalle na Seccién 3, emprega un estimador piloto S do soporte S
da distribucién dos datos X,. En particular, Genovese et al. (2012a) propuxeron empregar o coifiecido
como estimador de Devroye-Wise (Devroye e Wise, 1980). A nosa contribucién é dobre. En primeiro
lugar, xeneralizamos o estimador en dous sentidos: o novo estimador EDT permite estimar variedades de
calquera dimensién e non sé curvas, idea que xa aparece en Genovese et al. (2012c), e ademais empregando
calquera estimador do soporte e non s6 o estimador de Devroye-Wise. Baixo estas condiciéns mais xerais
probamos a taxa de converxencia en distancia de Hausdorff do estimador EDT, que depende da taxa
de converxencia do estimador do soporte que se empregue. En segundo lugar, propofiemos usar como
estimador do soporte a envoltura r-convexa da mostra, orixinalmente empregada no contexto de estimacién
de conxuntos (Rodriguez-Casal, 2007), que se basea nunha restricién de forma, a r-convexidade, que
xeneraliza & convexidade e proporciona maior flexibilidade ao estimador. Cando empregamos a envoltura
r-convexa e d = D — 1, é dicir, cando a variedade ten unha dimensién menos que o espazo ambiente,
amosamos que o estimador EDT con envoltura r-convexa acada a taxa éptima no sentido minimax para
estimar a variedade en distancia de Hausdorff probada por Genovese et al. (2012c).

En particular, no caso d = 1 e D = 2, temos un estimador de filamentos no plano que é éptimo no
sentido minimax, ademais de computacionalmente factible. Este estimador aplicarémolo na Seccién 5 a uns
datos reais que xorden no campo da ecoloxia, en particular en inventario forestal. Neste contexto, algunhas
tecnoloxfas de deteccién remota, como LiDAR (Light Detection And Ranging), permiten a obtencién
de nubes de puntos tridimensionais que recollen informacién estrutural do ambiente, como a elevacién
do terreo e obxectos como a vexetaciéon. Estas nubes de puntos utilizanse para extraer caracteristicas
clave das arbores, como a xeometria das secciéns transversais horizontais dos troncos. Para elo, tratanse
ditas nubes de puntos e obténense a partir delas outras nubes de puntos, agora bidimensionais, que se
corresponden co contorno das secciéns transversais do tronco. Na Figura 1 represéntanse dias destas
secciéns horizontais, obtidas a partir dos datos de Gollob et al. (2021a), tomados en parcelas localizadas
na area de adestramento e investigacién da University of Natural Resources and Life Science de Viena,
en Austria (Gollob et al., 2021b). Pddese observar como os puntos se distribien en cada caso arredor
da curva (pechada) que determina o contorno da seccién transversal do tronco da drbore. Os métodos
habituais de medicién forestal asumen que as secciéns dos troncos tefien forma circular, pero esta hipdtese
incimprese habitualmente na natureza (Hunc¢aga et al., 2020; Matérn, 1956; Pulkkinen, 2012). Polo tanto,
propofiemos empregar un método non paramétrico como é o novo estimador EDT con envoltura r-convexa
para estimar a xeometria das secciéns transversais. Este exemplo pon de manifesto a utilidade que pode
ter na practica estimar un filamento no plano ou, de modo mais xeral, unha variedade dunha dimensién
menos que a do espazo ambiente, situacién onde o noso estimador é éptimo minimax: a variedade pode
verse como o borde dun obxecto ou conxunto que si ten dimensiéon completa.
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Figura 1: Duas nubes de puntos correspondentes ao contorno de secciéns horizontais de troncos de arbores.

Este traballo estd organizado do seguinte xeito. Na Seccién 2 definense o modelo e as hipbteses que
consideramos ao longo do traballo e na Seccién 3, basedndonos nas propiedades xeométricas do modelo,
definimos o novo estimador, primeiro xeneralizando o estimador EDT de Genovese et al. (2012a) e despois
empregando a envoltura r-convexa da mostra como estimador do soporte. A Seccién 4 estd adicada aos
resultados sobre a converxencia asintética e 4 optimalidade minimax do estimador. Na Seccién 5 aplicamos
o estimador ao conxunto de datos reais presentados, mentres que na Seccién 6 recollemos as principais
conclusiéns do traballo.



2. UN MODELO EN ESTIMACION DE VARIEDADES

En estimacién de variedades o obxectivo é, a partir da mostra X, = {X1,...,X,} C RP, estimar a
variedade M C RP arredor da cal se distribiien os datos. De modo moi xeral, pédense considerar dous
grandes tipos de modelos, a saber, sen ruido ou con ruido. Os modelos sen ruido asumen que os datos
dos que dispofiemos seguen unha distribucién cuxo soporte é exactamente a variedade M que queremos
estimar. En canto aos modelos con ruido, ainda que se poden clasificar en distintos tipos, caracterizanse
polo feito de que as observacions estan “preto” da variedade M, pero non necesariamente sobre a mesma.

O modelo que consideraremos é o modelo con ruido estudado por Genovese et al. (2012c), no que
calcularon a taxa minimax. Primeiro recollemos todas as hipéteses do modelo e a continuacién explicamos
cada unha xunto coa notacién introducida.

(M) Sobre a variedade

(M1) M C R” é unha variedade de Riemann sen borde, de dimensién d, compacta e conexa, con
d<D.

(M2) Cumprese 0 < o < reach(M).

(D) Sobre o proceso xerador dos datos

As observaciéns X;, cuxo soporte denotamos por S, son unha mostra aleatoria simple da forma
XZ:‘/;—FZZ’ izl,...,n,

onde V; segue unha distribucién uniforme na variedade M e a distribucién de Z;, condicionada a V;,
é uniforme en Ty, M+ N B(0, o).

A hipétese (M1) establece que a estrutura que queremos recuperar a partir dos datos é unha variedade
sen borde de dimensién d < D dentro do espazo euclidiano RP. Isto quere dicir que, en cada punto da
variedade, existe un entorno da mesma que é difeomorfo a unha béla aberta en R%. E importante notar
que a hipétese de que a variedade non tefia borde tradiicese, no caso de estimacién de filamentos, en que
a curva non pode ter extremos e polo tanto debe ser pechada, de xeito que non consideraremos curvas
abertas ao longo deste traballo. Pola sia banda, a compacidade e conexidade da variedade son condiciéns
técnicas habituais na literatura e necesarias para a obtencién das taxas minimax e para a sia estimacién.

A hipétese (D) establece o proceso xerador dos datos. En primeiro lugar, xérase V; segundo unha
distribucién uniforme na variedade M. Despois, engddese un ruido que é perpendicular & variedade nese
punto V; da seguinte forma. Dado o punto V; € M, denotamos por Ty, M C RP a0 espazo tanxente a M en
Vi, que se interpreta como o hiperplano de dimensién d (que pasa pola orixe de coordenadas) formado polos
vectores tanxentes & variedade nese punto, mentres que TViML C RP representa o espazo perpendicular,
que se interpreta como o hiperplano de dimensién D —d (tamén pasando pola orixe) formado polos vectores
ortogonais a M en V;. Tendo isto en conta, o ruido Z; que se engade segue unha distribucién uniforme
en Ty, M* N B(0,0) (onde B(z,7) C RP denota a béla pechada de centro € R” e raio r > 0), é dicir,
estamos sumando a V; un vector perpendicular & variedade nese punto cuxa lonxitude é como moito o.
Este pardmetro o > 0 cofiécese como nivel de ruido, e regula canto se poden afastar as observaciéns da
variedade M. Nétese que é un nivel de ruido fixo, a diferencia doutros modelos onde é necesario que este
nivel de ruido converxa a cero a medida que o nimero de datos n tende a infinito (Aamari e Levrard, 2018;
Divol, 2021).

Por tltimo, a hipétese (M2) é unha condicién de regularidade sobre a variedade M a estimar, en
particular, que o reach de M sexa maior que o nivel de rufdo o. O reach (ou alcance) dun conxunto
A C RP, denotado por reach(A), deffnese como o maior 7 > 0 tal que todos os puntos en A@r tefien unha
Unica proxeccién métrica en A (Federer, 1959), onde

Adr= U B(z,r) = {z e R : d(z, A) < r}
z€EA

cofiecese como a r-dilatacidn de A, e a proxeccién métrica dun punto z € RP sobre A definese como
calquera y € A que realiza a distancia de x a A, isto é, d(z,y) = d(z, A), sendo d(z,y) = ||z — y| a
distancia euclidiana e d(z, A) = infyea d(z,y) a distancia punto-conxunto. O reach é unha cantidade que
mide simultaneamente dias cousas: a curvatura da variedade e o ancho da estrutura tipo colo de botella
mdis estreita que presente a mesma. Canto maior sexa reach(M), menos curvada é a variedade e menos
estreitos son os seus colos de botella, polo que mdis regular é. De feito, na literatura de estimacién de
variedades, é unha hipdtese moi habitual asumir que a variedade ten reach positivo, véxase Aamari et al.
(2019) e as referencias que contén.



A xeometria do soporte

Dada a variedade M, definimos a fibra perpendicular de tamano o > 0 en p € M como
Lo(p) = {p} & (LM" N B(0,0)) = ({p} © T,M") N B(p,0),

onde AQC = {a+c:a € A,c € C} denota a suma de Minkowski de dous conxuntos A, C C RP. Podemos
visualizar a fibra L,(p) como a porcién de espazo perpendicular a M en p, neste caso desprazada para
que estea centrada no propio punto p e non na orixe, que estd a distancia como moito o de p. Definimos
o tubo de raio o > 0 arredor de M como a unién de todas as fibras ao longo da variedade

To= U Lo,

peEM

que se pode visualizar como un entorno tubular que envolve 4 variedade M. Baixo as hipdteses (M),
pédese probar que o tubo de raio o coincide coa o-dilatacién de M, isto é,

M&o="T,,

véxase por exemplo Genovese et al. (2012c). Cabe mencionar que, se non se verifica a hipétese de reach
(M2), o anterior non é certo.

De aquf en adiante denotaremos por S ao soporte de X;. Baixo as hipéteses (M) e (D), o soporte das
observacions é o tubo 7,, que polo anterior 4 sia vez coincide con M & o, de modo que

S=Meo="T7,.

Porén, o reciproco do anterior non é certo, no sentido de que, se baixo as hipéteses (M) o soporte das
observaciéns X; 6 S = M @ o = T, o proceso xerador dos datos non ten por que ser (D). Ao longo deste
traballo, os resultados que obtivemos relativos & xeneralizacién do estimador EDT s6 precisan das hipoteses
(M) e S=M@eo =T, o que inclie ao modelo coas hipéteses (M) e (D) de Genovese et al. (2012c) pero
tamén a calquera outro modelo no que os datos tefian como soporte ese entorno tubular da variedade, que
na literatura en ocasiéns reciben o nome de modelo de ruido tubular ou modelo de ruido paralelo (véxase
por exemplo Aaron et al., 2017). Pola sta banda, os resultados relativos ao uso da envoltura r-convexa
como estimador do soporte para acadar as taxas minimax si que estdn enunciados coas hipdteses (M) e
(D), pois é o modelo no que Genovese et al. (2012c) calcularon ditas taxas.

3. A NOVA PROPOSTA DE ESTIMADOR

Nesta seccién presentamos a nosa nova proposta de estimador de variedades.

Xeneralizando o estimador EDT

A primeira contribucién deste traballo consiste en xeneralizar a variedades de calquera dimensién d o
estimador EDT, inicialmente proposto por Genovese et al. (2012a) no contexto de estimacién de filamentos
(d =1). O estimador baséase no feito de que, baixo as hipéteses (M) e S = M @ o = T,, para todoy € S
verificase

d(y, M) +d(y,05) = o (1)

(onde A denota a fronteira topoléxica en RP dun conxunto A C RP), véxase Genovese et al. (2012c) ou
Proposicién B.5 en Bolén (2024). En particular, (1) implica que

o = maxd(y, 85) (2)
e tamén que
M={yeS:d(y,0d5) =c}. (3)

Se definimos a aplicacién EDT (Euclidean Distance Transform) como a distancia & fronteira do soporte
A(y) = d(y,05) paraye€ S,

a ecuacion (2) significa que o méximo da EDT no soporte S é o nivel de ruido o, mentres que a ecuacién
(3) sup6n que a variedade M é precisamente o conxunto de puntos do soporte que maximizan a EDT.
Aproveitando este feito xorde o estimador EDT, que definimos no Algoritmo 1.



Algoritmo 1. FEstimador EDT
ENTRADA: Un estimador do soporte ScRPeo parametro § > 0.
SaipA: O estimador EDT M C RP.
1. Estimar o soporte S mediante o estimador S e a sta fronteira S mediante 5.
2. Estimar a EDT A(y) = d(y, dS) mediante a EDT empirica A(y) = d(y, 8S).
3. Estimar o nivel de ruido o = maxyes d(y, 0S5) mediante & = max, g d(y, 8§)
4

Estimar a variedade M = {y € S: d(y, 0S) = o} mediante o estimador EDT

M={yeS:dy,o8) >5 -5}

A idea detras do estimador EDT é a seguinte. Primeiro necesitamos estimar o soporte mediante
un estimador piloto S. Genovese et al. (2012a) propuxeron empregar un estimador concreto conecido
como o estimador de Devroye-Wise, pero o noso enfoque é mais xeral ao permitir calquera estimador do
soporte, o que complica algo mais a andlise das stdas propiedades estatisticas e a obtencién da sida taxa
de converxencia. Dito estimador non s6 o empregamos para estimar S, senén que tamén empregamos a
sta fronteira 0S para estimar 0S. Grazas a isto, podemos a continuacién estimar a EDT empregando
un enfoque plug-in, isto é, substituindo dS por 9S na sia definicién, obtendo unha versién empirica da
mesma. Unha vez que temos estimada a EDT, podemos estimar ¢ mediante o maximo que alcance esta
EDT empirica no soporte estimado, que denotamos por &. Finalmente, dado que a variedade M estd
formada polos puntos que maximizan a EDT, definimos o estimador EDT M como o conxunto de puntos
de S cuxa EDT empirica sobrepasa un certo limiar o — 4. R .

O que estamos facendo intuitivamente é partir do estimador do soporte S e “contraelo” para obter M.
O parametro § € (0,0) regula como de severa é esta contraccién. Canto menor sexa d, mdis contraemos e
mais “estreito” é o estimador EDT. De feito, se § = &, temos que o estimador M coincide con S e polo
tanto é demasiado grande con respecto & variedade M que pretende estimar, mentres que, se § = 0, M
estaria formado unicamente polos puntos nos que se maximice a EDT empirica, que serian un conxunto
demasiado pequeno e tampouco estimarian ben M. Como probamos nos resultados tedricos da Seccién 4,
0 debe tender a 0 a unha taxa axeitada, non debe ser nin demasiado grande nin demasiado pequeno.

O uso da envoltura r-convexa como estimador do soporte

Con respecto a que estimador do soporte empregar no Paso 1 do estimador EDT, Genovese et al. (2012a)
propuxeron usar o conecido como estimador de Devroye-Wise (Devroye e Wise, 1980). O estimador de
Devroye- Wise definese como

n
S=X,@e=]B(X: ),
i=1
onde € > 0 é un pardmetro de suavizado que tipicamente tende a 0. Este estimador consiste polo tanto
nunha versién suavizada ou dilatada da mostra, unindo bélas de raio € arredor de cada unha das obser-
vaciéns mostrais.

O estimador de Devroye-Wise ten a vantaxe de ser un estimador do soporte que se pode empregar
baixo condiciéns moi xerais pero, a cambio, ten unha taxa de converxencia lenta. Porén, se cofiecemos que
o soporte verifica algunha condicién de forma adicional, resultaria mais eficiente empregar un estimador
que incorpore esa condicién. Por exemplo, na literatura de estimaciéon do soporte unha das primeiras
restricions de forma que se consideraron foi a convexidade. Baixo a suposicién de que o soporte sexa
convexo, o estimador natural a empregar é a envoltura convexa da mostra. A convexidade é unha condicién
demasiado restritiva en moitas situaciéns, como é o caso do noso modelo, onde o soporte S non a verifica,
polo que propofiemos empregar unha restricién de forma mais flexible que a xeneraliza, conecida como a
r-convexidade.

Dicimos que un conxunto A C RP é r-convezo para r > 0 se A = C,(A), é dicir, se coincide coa stia
envoltura r-convezxa, definida como

C’"(A) = m é(:%r)c’

B(y,r)NA=2

onde A denota o interior dun conxunto A C R” e A€ o seu complementario, de xeito que B(y, r)¢ denota o
complementario da béla aberta de centro y € R” e raio r > 0. A r-convexidade xeneraliza 4 convexidade
da seguinte forma. E cofiecido que todo conxunto convexo pechado pode expresarse como a interseccién



de todos os semiespazos que o contenen. No caso da r-convexidade, substituimos estes semiespazos por
complementarios de bélas abertas de raio r. Dito de outro modo, un conxunto é r-convexo se todo punto
que non pertence ao conxunto se pode separar del mediante unha bdla aberta de raio r, en contraposicién
cos hiperplanos separadores dos conxuntos convexos. Intuitivamente, podemos pensar nunha béla de raio r
que roda polo exterior da fronteira do conxunto A e vai determinando a forma da sta envoltura r-convexa.
O seguinte resultado garante que o soporte S = M @ o = T, do noso modelo é r-convexo.

Proposicién 1. Baizo as hipdteses (M) e S =M d o =T,, S é a-convezo para o = reach(M) — o > 0.

Sabendo que o soporte a estimar é r-convexo, o estimador natural é a envoltura r-convexa da mostra

S=c.(x)= () Bl

B(y,r)NXp=2

Na Figura 2 represéntase a envoltura r-convexa dunha nube de puntos para valores decrecentes de r
(véxase Pateiro-Lépez e Rodriguez-Casal, 2010 para a sda implementacién en R). O valor do pardmetro
r proporciona flexibilidade ao estimador e debe ser escollido de forma axeitada. Pddese considerar un
pardmetro de forma, pero non é un parametro de suavizado no sentido habitual, xa que non debe converxer
a 0. Valores demasiado grandes de r devolven un estimador moi parecido 4 envoltura convexa, mentres que
valores demasiado pequenos levan a un estimador moi fragmentado e con ocos baleiros. Na Seccién 4 faise
unha breve discusion sobre o papel deste parametro e a posibilidade de seleccionalo de forma automatica
a partir dos datos.

Figura 2: De esquerda a dereita, fronteira da envoltura r—convexa C,(X,) para r = 0.2, 0.05 e 0.025.

A segunda contribucién deste traballo consiste na proposta de empregar, no primeiro paso do estimador
EDT, a envoltura r-convexa da mostra S = C(X,) como estimador do soporte, dando lugar ao estimador
EDT con envoltura r-convexa, que recollemos no Algoritmo 2. A Figura 3 ilustra o funcionamento deste
algoritmo no caso de estimacién de filamentos no plano (d =1, D = 2).

Figura 3: A esquerda, mostra de tamafio n = 1000 simulada do modelo con hipéteses (M) e (D) sendo a
variedade M o filamento circunferencia unidade en morado (reach(M) = 1) e con nivel de ruido o = 0.5.
No centro, en azul, fronteira da envoltura r-convexa C,(X,,) para r = reach(M) — o = 0.5. A dereita, en
verde, fronteira do estimador EDT con envoltura r-convexa M para ¢ = 0.20.



Algoritmo 2. FEstimador EDT con envoltura r-conveza
ENTRADA: As observaciéns X, = {X1,..., X} C R” e os pardmetros r > 0 e § > 0.
Safpa: O estimador EDT con envoltura r-convexa M C RP.

e Aplicar o estimador EDT (Algoritmo 1) empregando como estimador do soporte
a envoltura r-convexa da mostra S = Cr(&Xy).

4. RESULTADOS ASINTOTICOS E OPTIMALIDADE

Nesta seccién recollemos os resultados principais do traballo relativos ao comportamento asintético dos
estimadores propostos. Neste tipo de resultados empregaremos unha notacién na que os distintos conxuntos
ou parametros levardn un subindice n cando queiramos salientar que dependen do tamafio mostral n, como
por exemplo §n ou M,,. .

Ao analizar o comportamento dun estimador M,,, precisamos unha funcién de perda que mida como de
preto esta ese estimador da variedade M a estimar, para o que se emprega unha distancia entre conxuntos.
No contexto da estimacion de variedades, a distancia de Hausdorff é a distancia amplamente usada na
literatura. Dados A,C C RP non baleiros e compactos, definese a distancia de Hausdorff entre ambos
como

du (A, C) = max {sup d(a,C),supd(c, A)} =inf{r>0:ACC®reCC Adr}.
acA ceC
Informalmente, para que dous conxuntos estean préximos en distancia de Hausdorff é preciso que todo
punto de cada un dos dous conxuntos tena algin punto do outro conxunto preto. -

Cando falamos da taza de converzencia en distancia de Hausdorff dun estimador M, ou simplemente
taxa de converxencia, referimonos 4 orde asintética & que duy (M, M) converxe a 0 cando n — oo. Para
formalizar isto, dadas ddas sucesiéns de nimeros reais deterministas {a, } e {r»}, dicimos que a, = O(ry)
se existe unha constante C' > 0 tal que a,, < Cr,, para todo n a partir dun certo indice ng. Cando a sucesién
an que queiramos estudar sexa aleatoria porque depende da mostra, preocuparémonos por resultados de
converxencia case segura do tipo “a, = O(rn) con probabilidade un”, onde se entende que a constante
C > 0 que aparece na definicién da O grande non depende da mostra.

Estimador EDT

En relacién ao estimador EDT presentado no Algoritmo 1, o noso resultado principal é o seguinte
teorema, que dé a sia taxa de converxencia en distancia de Hausdorff. Como comentamos na Seccién
2, este resultado é valido para calquera modelo de ruido no que o proceso xerador dos datos tena como
soporte un entorno tubular da variedade, o que en particular inclie ao proceso descrito pola hipétese (D).
O resultado é de carédcter determinista, no sentido de que se asume que o estimador do soporte §n é unha
sucesién de conxuntos que non é aleatoria, e polo tanto tampouco son aleatorios o resto de elementos
asociados que intervenien no resultado. Porén, este teorema pddese aplicar tamén cando si disporniemos
dunha mostra aleatoria e dun estimador S, = S, (X,) obtido a partir dela pois, se as hipdteses do teorema
se verifican de modo case seguro, como consecuencia as teses tamén.

Teorema 1. Baizo as hipdteses (M) e S = M ® o = T,, sexa S, c R” un compacto tal que se
cumpre max{dwg(Sn,S),du(0Sn,05)} < en para n suficientemente grande, con e, — 0. Sexan o, =
ves., d(y,08n) e Myp = {y € Sp:d(y,05,) > Gn — dn} o estimador EDT. Se 6, — 0 € tal que
On > 2y, para n suficientemente grande, enton

max

dir (Mo, M) = O(6). (4)
En particular, se ademais 6, = O(gy), entén
dr (M, M) = O(zn). (5)

(0] Teorema 1 establece que a taxa de converxencia do estimador EDT ao empregar un estimador do
soporte S,, arbitrario depende de ¢,, que se pode interpretar, asintoticamente, como o maximo entre a
taxa de converxencia de §n como estimador de S e a taxa de converxencia da sua fronteira 6§n como
estimador de 9S. En xeral, que dous conxuntos estean préximos en distancia de Hausdorff non implica que
as suas fronteiras tamén o estean, polo que, 4 hora de elixir o estimador do soporte, unha elecciéon axeitada
non debe ter en conta unicamente a velocidade de converxencia de §n, senén tamén da suia fronteira. En
canto ao parametro J,,, o teorema establece que debe converxer a 0 e que non debe facelo a unha taxa mais



rapida que €,. Baixo estas condiciéns, a taxa de converxencia do estimador EDT coincide coa taxa & que
converxa 0, a 0, ecuacién (4). Polo tanto, a eleccién 6ptima de J, é do mesmo orde que &,, para que o
estimador EDT tamén converxa a dita taxa, ecuacién (5).

Estimador EDT con envoltura r-convexa e optimalidade minimax

Por outra banda, & hora de determinar a optimalidade dun estimador, como mencionamos na intro-
ducién, tamén seguiremos o criterio maioritariamente empregado na literatura, que é o criterio minimax.
O risco minimaz para estimar a variedade M nun certo modelo definese como

inf sup Ep[dg (Mn, M)],

M, M
onde o infimo percorre todos os posibles estimadores, é dicir, todas as posibles funciéns medibles da mostra
My = Mn(Xy), o supremo percorre todas as variedades do modelo a estimar, e Exq denota a esperanza
baixo a distribucién que seguen os datos X; que induce a variedade M nese modelo. Informalmente, o
risco minimax captura como de ben o pode facer un estimador no peor caso. A nivel tedrico, o interese
céntrase en estudar a taxa minimaz, que é a orde asintética do risco minimax cando n — oo.

Baixo as hip6teses (M) e (D), Genovese et al. (2012¢) limitaron (acoutaron) a taxa minimax en distancia

de Hausdorff para estimar a variedade M, obtendo que dita taxa estd entre

2/(d+2) 2/(d+2)
10) <<1> ) (limite inferior) e O <<log(n)> ) (limite superior). (6)

n n

Como ambos limites sé difiren nun factor logaritmico, adoita dicirse que a taxa estd axustada salvo factores
logaritmicos.

A nosa proposta para que o estimador EDT acade a taxa minimax é o uso da envoltura r-convexa da
mostra S, = Cr(Xn) como estimador do soporte, tal e como presentamos no Algoritmo 2 na Seccién 3. A
taxa de converxencia da envoltura r-convexa da mostra e da sta fronteira foron obtidas por Rodriguez-
Casal (2007) baixo unha condicién de forma que ten que ver coa r-convexidade tanto de S como da clausura
do seu complementario S¢ (onde A denota a clausura de A C ]RD), 4 que nos referimos como condicion
de dobre rodamento, e que o soporte do noso modelo verifica. Baixo esta condicién e algunha hipétese
técnica adicional, Rodriguez-Casal (2007) proba que, con probabilidade un para n suficientemente grande,
verificase dp (Cr(Xn),S) < en € du(0Cr(Xy), 0S) < ey, sendo

S (bg(n)fﬂmn -

n

para certa constante Cy > 0.

O uso da envoltura r-convexa engade agora un novo parametro a escoller no estimador EDT: que
valor de r debemos empregar? A resposta a nivel tedrico é que serve calquera valor tal que o soporte
sexa r-convexo. A envoltura r-convexa é mondtona respecto de r no sentido de que, se r < 7, entén
Cr(S) C Cx(S). Esta monotonia provoca que, se S é T-convexo para un certo valor 7 > 0, tamén sexa
r-convexo para todo r € (0,7). Polo tanto, seguindo a Rodriguez-Casal e Saavedra-Nieves (2016, 2022a,b),
existe un valor de r “candnico” que representa como de regular é o soporte con respecto & r-convexidade,
que é o maior valor tal que S é r-convexo. Asi, dado S C R” compacto, non convexo e r-convexo para
algiin r > 0, definimos

ro =sup{y > 0: Cy(S) = S}. (8)
Na definicién anterior e en adiante, para facilitar a exposicién, suponiemos que S non é convexo, pois
no caso convexo ro seria infinito e resultaria mais axeitado empregar a envoltura convexa da mostra.
Rodriguez-Casal e Saavedra-Nieves (2016) proban que, baixo a condicién de dobre rodamento anterior-
mente mencionada, o supremo 7o definido en (8) é un méximo e polo tanto Cr,(S) = S. Baixo estas
condiciéns, o valor de r 6ptimo a empregar na envoltura r-convexa é ro.

Na préctica, porén, o valor de ro é descofiecido, de xeito que o ideal seria seleccionar o valor de r de
xeito automético usando un selector R,, = R, (X,) a partir dos propios datos, para despois empregalo na
envoltura Rn-convexa CRr, (X,) e asi ter un estimador data-driven. Rodriguez-Casal e Saavedra-Nieves
(2022b) propuxeron un estimador 7o = 7o(AX»), baseado no concepto de mazimal spacings, que converxe en
probabilidade a 9. Se multiplicamos este estimador por unha constante v € (0, 1), definindo un selector
R, = vy, cimprese que existe unha constante r. > 0 tal que

PO <71« < R, <m9) — 1. (9)

Neste traballo supofiemos que disponemos dun selector R,, que cumpra que, con probabilidade un para
n suficientemente grande,
0<rs <R,<rmro



para unha certa constante r. > 0. A sia interpretacién é que o selector R, non debe sobrepasar o valor
r0, POis nese caso o soporte non seria R,-convexo e a correspondente envoltura R,-convexa non estimaria
a S, pero por outra parte R, tampouco debe tender a 0, xa que o seu papel non é o dun parametro de
suavizado. Esta condicién é algo madis forte que (9) ao ser de xeito case seguro, o que tamén nos permite
obter a taxa de converxencia do estimador case seguro, pero cabe comentar que relaxar as hipdteses e
empregar a condicién en probabilidade (9) permitirfa obter a correspondente taxa en probabilidade.

O Teorema 2, que se pode ver como unha adaptacién do Teorema 1 ao caso da envoltura r-convexa,
proporciona a taxa de converxencia do estimador EDT con envoltura r-convexa ao empregar un selector R,,
nas condiciéns anteriores. Neste teorema o selector R, e o estimador do soporte §n si que son elementos
aleatorios que dependen da mostra, asi como o resto de elementos que dependen deles. O outro pardmetro
On a usar no estimador EDT tamén pode depender da mostra e ser aleatorio, de xeito que, ainda que neste
traballo non estudamos a sia elecciéon a partir da mostra, senén s6 a orde éptima & que debe converxer a
cero, este resultado poderiase aplicar no caso de disponer dun selector do mesmo.

Teorema 2. Baizo as hipdteses (M) e (D), suporiamos que S non é convexo. Sexan ro definido na ecuacidn
(8), Rn > 0 tal que, para unha constante r > 0, con probabilidade un para n suficientemente grande tense
0<7.<Rn<ro, €8, = Cr, (Xn). Sexan 7, = max, g d(y,agn) e M, = {y € S, d(y,agn) >
On — O0n} o estimador EDT con envoltura R, -conveza. Se 0, — 0 € tal que 6, > 2, con probabilidade un
para n suficientemente grande, onde £, € o dado pola ecuacion (7) para C1 > 0 suficientemente grande,
enton con probabilidade un

A (M, M) = O(5,).

En particular, se ademais 6, = O((log(n)/n)*/ PV con probabilidade un, entén con probabilidade un
_ 1 2/(D+1)
dg(Mn, M) = O (%("U . (10)

Se comparamos a taxa do estimador EDT con envoltura r-convexa en (10) coa taxa minimax en (6),
vemos que ambas coinciden, salvo factor logaritmico, cando 2/(d+2) = 2/(D+1), é dicir, candod = D—1.
Polo tanto, baixo o modelo que definen as hip6teses (M) e (D), o estimador EDT con envoltura r-convexa é
6ptimo no sentido minimax de converxencia en distancia de Hausdorff para estimar variedades de dimensién
unha unidade menos que o espazo ambiente.

5. APLICACION A DATOS REAIS

Nesta seccién aplicamos o novo estimador EDT con envoltura r-convexa aos datos de secciéns hori-
zontais de troncos presentados na introducién, véxase Figura 1. Estes datos enmarcdbanse no contexto
de estimacién de filamentos no plano, é dicir, cando d = 1 e D = 2, situacién na que, baixo o modelo
presentado, o noso estimador é éptimo no sentido minimax de converxencia en distancia de Hausdorff &
vista dos resultados da Seccién 4.

O estimador EDT con envoltura r-convexa que se obtén ao aplicar o Algoritmo 2 aos datos deste
exemplo é un subconxunto do plano M C R?, pero non unha curva. Como a variedade que queremos
estimar é unha curva, é habitual que se propona como estimador da mesma outra curva. Isto pédese facer
definindo o que se chama curva extraida, que é unha curva contida dentro do estimador EDT, e que se
pode probar baixo certas condicidons que non abordamos neste resumo que conserva a taxa de converxencia
Sptima.

Aplicando o estimador EDT con envoltura r-convexa ds nubes de puntos da Figura 1, e despois ex-
traendo unha curva dentro do estimador en cada caso, obtemos os resultados que se amosan na Figura 4, na
que xa se representan directamente as curvas extraidas en vermello sobre cada unha das nubes. Escollemos
o valor r = 0.1 para o parametro da envoltura r-convexa de xeito manual, ainda que tamén se poderia
empregar o estimador 7o de Rodriguez-Casal e Saavedra-Nieves (2022b) como se explicou na Seccién 4. En
canto ao pardmetro §, tivemos que escoller un valor moi alto, en concreto § = 0.977, o que significa que
contraemos moi pouco S para obter M. A razén desta eleccién é que o nivel de ruido non é constante ao
longo da curva en ningunha das dias nubes de puntos, senén que hai zonas que son mais grosas e outras
madis delgadas. Tomar un valor pequeno de J, contraendo moito, levaria a que nas zonas mais delgadas da
nube non haberia puntos do estimador EDT, de xeito que este estimador non rodearia por completo ao
filamento, senén que se “fragmentaria” en varios anacos. De feito, un posible criterio para seleccionar o
pardmetro § a partir da mostra seria escoller o menor valor deste parametro tal que o estimador EDT estd
formado por un tinico “anaco”. Explorar este selector, que esta fora dos propdsitos deste traballo, poderia
ser interesante no futuro.

Na seccién da esquerda vemos que o estimador consigue capturar axeitadamente a forma. Na seccién
da dereita o estimador faino ben na maior parte do contorno, pero hai dias zonas nas que o tronco parece



que presenta uns entrantes bastante pronunciados que o estimador non consegue capturar. Nestas duias
zonas o que estd a acontecer é que se viola a hipétese de reach (M2), pois ao ser zonas de moita curvatura
o reach é moi pequeno, ou incluso nulo se se perde a diferenciabilidade da curva por un pico. En todo caso,
o estimador en ambos casos capta ben a xeometria subxacente as secciéns horizontais, que claramente non
son circulares.

Figura 4: En vermello, curva extraida dentro do estimador EDT con envoltura r-convexa con r = 0.1 e
0 = 0.970 para cada unha das dias secciéns horizontais de troncos.

6. CONCLUSIONS

Neste traballo proponemos un novo estimador para variedades. O noso estimador supén dias con-
tribuciéns. Por unha banda, xeneralizamos o estimador EDT, orixinalmente proposto por Genovese et al.
(2012a), para estimar variedades de calquera dimensién e empregando calquera estimador do soporte, e
probamos a sua taxa de converxencia en distancia de Hausdorff, que depende da taxa de converxencia do
estimador do soporte que se empregue. Por outra banda, proponiemos empregar como estimador do soporte
a envoltura r-convexa da mostra, dando lugar ao estimador EDT con envoltura r-convexa, e probamos
a sua taxa de converxencia, que resulta ser a taxa 6ptima no sentido minimax no modelo estudado por
Genovese et al. (2012¢) para estimar variedades de dimensién unha unidade menos que a do espazo am-
biente. O estimador depende de dous pardmetros, un pardmetro r que non converxe a 0 a empregar na
envoltura r-convexa, que discutimos como se poderia seleccionar de xeito automaético a partir da mostra,
e un parametro d, do que sabemos a orde éptima 4 que debe converxer a 0, pero que non abordamos como
poder seleccionar. Finalmente, aplicamos o novo estimador a un problema do dmbito forestal para estimar
o contorno das secciéns horizontais de troncos de arbores.
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